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1 Predgovor
Pri£ujo£i zapiski so nastali kot ²tudijski pripomo£ek ²tudentom pri predmetih Analiza
III in Analiza IV. V sklopu teh dveh predmetov je zajeta ²iroka paleta snovi, ki obsega
metri£ne prostore, funkije ve£ spremenljivk, mnogoterne integrale, Fourieorovo analizo,
krivulje, ploskve in polja s krivuljnimi ter ploskovnimi integrali.
Pri£ujo£a zbirka je posve£ena teoriji polja in krivuljnemu integralu. Kolikor mi je
poznano se lahko matematike nau£i² le tako, da matematiko dela². Tak konept podajanja
snovi je npr. v u£beniku [10℄, kot tudi v [2℄. Tudi sam sem se odlo£il slediti tej usmeritvi, a
v nekoliko manj²i meri kot v zbirki o Ploskvah. V njej boste sier ²e vedno na²li dokazane
izreke, trditve in leme, ki pa jih spremlja tudi preej laºjih nalog teoreti£nega zna£aja.
Njihovih re²itev zaenkrat nisem dodal; vabim vas, da jih poskusite poiskati sami  s tem
bo tudi zbirka dosegla svoj namen.
Naj dodam, da je pri£uj£a zbirka mi²ljena zgolj kot uvodna seznanitev z osnovnimi
pojmi iz teorije polj. Za kaj ve£ pa priporo£am v branje npr. [10℄.
Bojan Kuzma
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2 Skalarna in vektorska polja
2.1 Uvod
Opazujmo notranjost neke ogrevane sobe! V vsaki to£ki izmerimo temperaturo. Porazde-
litev se spreminja po sobi; najvi²ja je v bliºini grelev, in £edalje bolj pada, £im bolj se od
grelev oddaljujemo. Prostor v sobi dobi neko novo lastnost, ki jo neogrevana soba nima:
temperaturo. Tej dodatni lastnosti re£emo (temperaturno) polje. Kako ga merimo? V
vsaki to£ki pa£ izmerimo njegovo vrednost, tj. izmerimo temperaturo v tej to£ki. Torej
imamo opravka z funkijo, ki za vsako to£ko prostora vrne temperaturo v njej.
Kot drugi zgled si lahko omislimo okroglo plo²£o, na kateri je tanka plast viskozne
teko£ine. Skoznjo s konstantno hitrostjo vle£emo masni del£ek. Opazujemo pa spre-
minjanje sile, ki jo porabimo za vleko. e je teko£ina homogena, je sila konstantna.
Zanimivo postane, £e se viskoznost teko£ine spreminja. Tedaj plo²£a dobi novo lastnost:
(viskoznostno) polje.
Deniija 1. Denimo, da je Ω ⊆ R2 ali Ω ⊆ R3 odprta mnoºia. Funkiji f : Ω → R
bomo rekli skalarno polje na Ω.
Skalarno polje je zvezno, £e je f zvezna funkija. Skalarno polje je zvezno odvedljivo, £e
je f zvezno odvedljiva funkija (torej, £e so vsi njeni parialni odvodi zvezni).
Naj takoj omenimo, da nas bodo zanimala zgolj zvezno odvedljiva polja. Najlaºje si
skalarno polje predstavljamo, £e nari²emo mnoºio to£k, kjer ima konstantno vrednost.
V primeru ravninskega polja, (tj, v primeru Ω ⊆ R2) ga predstavimo s funkijo dveh
spremenljivk f = f(x, y); zanimajo pa nas to£ke, kjer ta funkija zavzame konstantno
vrednost. Takoj uvidimo, da ima polje konstantno vrednost vzdolº krivulj; imenujemo jih
tudi nivojske krivulje.
Zgled 2. Viskoznost tanke teko£ine na okrogli plo²£i je premosorazmerna z oddaljenostjo
od sredi²£a plo²£e. Kaj so nivojske krivulje tega (viskoznostnega) polja?
Odgovor: Gostota v to£ki (x, y), ki je za r oddaljena od sredi²£a je f(x, y) := αr =
α
√
x2 + y2. Nivojske krivulje pa so to£ke, kjer f(x, y) = c = const, oziroma to£ke, kjer√
x2 + y2 = c/α, torej konentri£ne kroºnie.
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Slika 1: Nivojske krivulje skalarnega polja f(x, y) := αr = α
√
x2 + y2.
V primeru prostorskega polja je mnoºia to£k, kjer ima konstantno vrednost ploskev;
imenujemo jo tudi nivojska ploskev.
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Zgled 3. V to£ki T = T (x, y, z) namerimo temperaturo x2 + y2 − z2. Porazdelitev
temperature v prostoru podaja torej funkija f(T ) = f(x, y, z) := x2 + y2 − z2. Kaj so
nivojske ploskve?
Odgovor: Temperatura zavzame vrednost 0 na mnoºii x2+y2−z2 = 0, kar je ena£ba
dvodelnega stoºa. Temperatura je negativna (npr. enaka −1) na mnoºii x2 + y2− z2 =
−1, kar je ena£ba dvodelnega hiperboloida. Temperatura je pozitivna (npr. enaka 1) na
enodelnem hiperboloidu z ena£bo x2 + y2 − z2 = 1.
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Slika 2: Nivojske ploskve temperaturnega polja. Ker opazujemo temperaturo, jim v£asih
re£emo tudi izoterme (to£ke z isto temperaturo).
Sedaj pa opazujmo gibanje zraka. V vsaki to£ki namerimo hitrost, ter tudi smer, v
katero se zrak v dani to£ki giblje. Oboje skupaj oblikujmo v vektor; njegova dolºina naj
bo velikost hitrost, kaºe pa naj v smeri gibanja zraka. Dobili smo vektorsko polje, ki v
eloti popi²e gibanje zraka v danem £asovnem trenutku. V£asih temu polju re£emo tudi
hitrostno polje. Kako ga podamo? Kot ºe re£eno, v vsaki to£ki T izmerimo nek vektor,
tj. neko urejeno trojio (u, v, w). Imamo torej preslikavo f , ki to£ki T = T (x, y, z) priredi
vektor f(T ) = (u, v, w)(T ) = (f1(T ), f2(T ), f3(T )). Se pravi, da f : Df 7→ R3.
e bi opazovali gibanje plitve reke, bi bili na²i vektorji ravninski; hitrostno polje bi v
tem primeru podali s preslikavo f(T ) := (u(T ), v(T )).
Deniija 4. Denimo, da je Ω ⊆ R2 ali Ω ⊆ R3 odprta mnoºia. Preslikavi f : Ω → R2
ali f : Ω→ R3 re£emo vektorsko polje na Ω.
Vektorsko polje je zvezno, £e je f zvezna preslikava, tj,. £e so vse njene komponente zvezne.
Vektorsko polje je zvezno odvedljivo, £e je f zvezno odvedljiva preslikava (torej, £e so vsi
parialni odvodi vseh komponent zvezni).
Zopet omenimo, da nas bodo tudi tukaj zanimala zgolj zvezno odvedljiva vektorska
polja.
Zgled 5. V prazen prostor postavimo ogromno masno telo (npr. Zemljo). Prazen prostor
s tem pridobi novo kvaliteto: Gravitaijsko polje. Zemlja je izvor tega polja. Njegovo
velikost v masni to£ki T = T (x, y, z), z maso m, ki je za r oddaljena od sredi²£a Zemlje
podaja Newtonov zakon:
F = −κmM
r2
r
r
,
tu je M masa Zemlje, r := (x, y, z) pa je radij vektor, merjen od sredi²£a proti to£ki T .
Predznak dodamo zato, ker gravitaijska sila vedno kaºe v sredi²£e Zemlje.
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Vektorsko polje F si najlaºje predstavljamo, £e v nekaj to£kah nari²imo smer in velikost
vektorja ki ga podaja polje.
Polje F@x, yD  8x2, y2<
Slika 3: Vektorsko polje F = F(x, y) si najlaºje predstavljamo, £e v nekaj to£kah T (x, y)
nari²imo smer in velikost vektorja F(x, y).
Druga moºnost je predstavitev s silniami. Po deniiji je to gladka krivulja, ki ima
lastnost, da je tangentna v vsaki njeni to£ki ujema s smerjo polja.
Silnia vektorskega polja F je krivulja, ki vedno poteka v smeri polja. Torej se
njena tangenta v vsaki to£ki ujema s smerjo polja. Parametrizirajmo jo z ~r = ~r(t) =
(x(t), y(t)) (mimogrede: v primeru F : R3 → R3 bi imeli prostorsko krivuljo, parametrizirano z
~r(t) = (x(t), y(t), z(t))). Tedaj se njena tangenta v to£ki T (x(t), y(t)) ujema s smerjo polja
v tej to£ki. Ker je pomembna le smer, ne pa tudi velikost smeri, dobimo naslednji pogoj:
d~r
dt
(t) = ~˙r(t) =
(
x˙(t), y˙(t)
)
=
F(x(t), y(t))
‖F(x(t), y(t))‖
Oziroma, male druga£e napisano:
(x˙, y˙) =
(
F1(x, y), F2(x, y)
)
√
F1(x, y)2 + F2(x, y)2
Najlaºje si to predstavljamo v hitrostnem polju reke: V neko to£ko spustimo ko²£ek
papirja, in opazujmo, kam ga bo odnesla reka! Gibal se bo po neki krivulji  po silnii!
Zgled 6. Na zgornji sliki smo imeli polje F(x, y) = (F2(x, y), F2(x, y)) = (x
2, y2). Poi-
²£imo njegove silnie!
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Polje F@x, yD  8x2, y2<
Slika 4: Isto polje lahko predstavimo tudi s silniami. Skozi to£ko, kjer F(x, y) 6= ~0 poteka
natanko ena silnia. e je F(x, y) = ~0 je lahko silni skozi tisto to£ko ve£.
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Polje F@x, yD  8x2, y2<
Slika 5: Kombinaija silni in vektorjev istega polja F(x, y) = (x2, y2).
Torej, i²£emo funkiji x = x(t), y = y(t), za kateri
x˙ =
x2√
x4 + y4
y˙ =
y2√
x4 + y4
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To je sistem diferenialni ena£b, ki dolo£a silnio. Izberimo si ²e za£etno to£ko, skozi
katero poteka silnia, npr. x(0) = 1, y(0) = −1. Tedaj ima sistem natanko eno re²itev.
Dobimo jo lahko z numeri£nimi metodami.
Skozi dano to£ko polja poteka natanko ena silnia, £e je le polje neni£elno. To si ni
teºko predstavljati: reka ko²£ek papirja ponese po natanko dolo£eni krivulji. Za strogi
dokaz bi potrebovali teorijo diferenialnih ena£b, ki pravi, da obstaja natanko ena re²itev
diferenialne ena£be pod temi pogoji.
Iz gornje slike pa vidimo, da to ne velja ve£ za to£ke, kjer je polje ni£elno. Skozi tako
to£ko lahko poteka ve£ razli£nih silni (£e papir poloºimo v to£ko, kjer reka obmiruje, ga
lahko z malenkostnim sunkom po²ljemo v ve£ razli£nih smeri).
2.2 Operaije nad polji
Denimo, da imamo v prostoru podano neko skalarno polje u = u(x, y, z). To£ke, kjer
zavzame konstantno vrednost smo ºe poimenovali nivojske ploskve. Sedaj pa nas zanima,
v kateri smeri se to polje najhitreje spreminja. Poleg smeri, nas bo zanimalo tudi, kako
hitro se polje spreminja, £e se premikamo vzdolº dane smeri. Hitrost spreminjanja polja
v smeri enotskega vektorja x merimo s smernim odvodom ∇xu, najhitreje pa se polje
spreminja v smeri gradienta.
Tako lahko skalarnemu polju v vsaki to£ki priredimo vektor, ki kaºe v smeri gradi-
enta u, njegova dolºina pa naj bo velikost smernega odvoda v smeri gradienta  skalar-
nemu polju smo priredili vektorsko polje.
Kako to izra£unati?
Zgled 7. V kartezi£nih koordinatah se smerni odvod ra£una s pomo£jo gradienta:
∇xu = 〈x, gradu〉.
Smerni odvod bo najve£ji v smeri gradienta, tj, ko je x = xmax := gradu/‖ gradu‖, smerni
odvod pa je tedaj enak
∇xmaxu = 〈 gradu‖ gradu‖ , gradu〉 = 1‖ gradu‖〈gradu, gradu〉 = 1‖ gradu‖ · ‖ gradu‖2
= ‖ gradu‖.
To bo torej velikost na²ega vektorja. Njegova smer je enaka xmax. Vektorsko polje v to£ki
T (x, y, z) je torej enako ‖ gradu‖ · xmax = (gradu)(x, y, z) = (∂u∂x , ∂u∂y , ∂u∂y ).
Deniija 8. Bodi u skalarno polje, podano v kartezi£nih koordinatah (x, y, z). Njegov
gradient je vektorsko polje, denirano z
Gradu = (ux, uy, uz).
Zgled 9. Gradient skalarnega polja u(x, y, z) := x2 + y2 − z2 je vektorsko polje
Gradu = (2x, 2y,−2z).
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Opomba 10. Gradient polja pi²emo z veliko za£etnio, da ga lo£imo od gradienta funkije.
e je polje u podano v kartezi£nih koordinatah je ta razlika nepomembna, saj tedaj vedno
velja Gradu = gradu. e pa je polje podano v nekartezi£nih koordinatah, pa to ne velja
ve£; prim. zgled 11 niºje.
Deniija je primerna tudi za ravninska polja p = p(x, y). Mislimo si, da je u funkija
treh spremenljivk, kjer spremenljivka z ne nastopa, torej, u(x, y, z) = p(x, y) + 0 · z.
Gradient ravninskega polja je torej Grad p = (px, py, 0). To je ravninski vektor, zato
obi£ajno tretjo komponento niti ne pi²emo: Grad p = (px, py).
Pri tej deniiji moramo biti previdni, saj imamo lahko polja podana tudi v drugih,
krivo£rtnih koordinatah.
Zgled 11. Ravninsko skalarno polje f : R2 → R je podano v polarnih koordinatah s
predpisom f(r, ϕ) := r2. Koliko je njegovo gradientno polje?
Poiskati moramo smer najhitrej²ega spreminjanja polja v to£ki s koordinatami T0 =
(x0, y0) = r0(cosϕ0, sinϕ0). V smeri vektorja e := (cosα, sinα) se polje spreminja s
Ie0=(cosα,sinα)
smerni vektor
T0 = T (r0, φ0)
T0 + te0
r0
φ0k
hitrostjo
∇ef = lim
t→0
f(T0 + te0)− f(T0)
t
.
e pa ho£emo to dejansko izra£unati, moramo najprej dobiti polarne koordinate to£ke
T0 + te0 = r0(cosϕ0, sinϕ0) + t(cosα, sinα):
r2 = x2 + y2 = (r0 cosϕ0 + t cosα)
2 + (r0 sinϕ0 + t sinα)
2 = t2 + 2t cos(α− ϕ0) + r20
tanϕ =
y
x
=
r0 sinϕ0 + t sinα
r0 cosϕ0 + t cosα
.
Zaradi f(r, ϕ) = r2 dobimo kon£no smerni odvod polja vzdolº smeri e:
∇ef = lim
t→0
(
t2 + 2t cos(α− ϕ0) + r20
)− r20
t
= 2 cos(α− ϕ0)r0.
Smerni odvod bo najve£ji, ko bo cos zavzel najve£jo vrednost, tj, ko bo α = ϕ0.
Tedaj se polje spreminja s hitrostjo 2 cos(α − ϕ0)r0 = 2r0. Torej je (Grad f)(x0) =
2r0e = 2r0(cosϕ0, sinϕ0). (V kartezi£nih koordinatah bi se to glasilo kot (Grad f)(x0) =
2(x0, y0).)
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Seveda pa to ²e zdale£ ni enako gradientu funkije, ki popi²e polje v kartezi£nih koor-
dinatah, saj (grad f)(r0, ϕ0) =
(
∂f
∂r
(r0, ϕ0),
∂f
∂ϕ
(r0, ϕ0
)
) = (2r20, 0).
Zgled 12. e ena, (v tem primeru) hitrej²a pot bi bila, £e bi polje najprej zapisali v
kartezi£nih koordinatah. V to£ki T (x0, y0) ima vrednost f(T ) = r
2
0 = x
2
0 + y
2
0. Torej je
Grad f = (2x0, 2y0), kot prej.
e ho£emo izra£unati gradient, je torej potrebno mukotrpno ra£unati smer najhitrej-
²ega spreminjanja, ali pa polje najprej zapisati v kartezi£nih koordinatah. Dostikrat ni£
od tega ni pripravno, saj lahko pri prehodu v kartezi£ne koordinate dobimo preej kompli-
irano formulo za izra£un polja. Ali obstaja ²e kak²na hitrej²a pot? Da, preko Jaobijeve
matrike transformaije, ki podaja prehod iz kartezi£nih v krivo£rtne koordinate.
Denimo, da imamo ravninsko polje podano v krivo£rtnih koordinatah u = u(ξ, ζ);
prehod med krivo£rtnimi in kartezi£nimi pa podaja transformaija x = Ξ1(ξ, ζ) in y =
Ξ2(ξ, ζ). Na kratko: (x, y) = Ξ(ξ, ζ). Transformaija Ξ je povratno-enoli£na, £e torej
poznamo kartezi£ne koordinate to£ke T , dobimo krivo£rtne z inverzom Ξ, tj. (ξ, ζ) =
Ξ−1(x, y).
Sedaj pa polje najprej podajmo v kartezi£nih koordinatah: To£ka T = T (x, y) ima
krivo£rtne koordinate (ξ, ζ) = Ξ−1(x, y), in polje v njej zavzame vrednost u(ξ, ζ) =
u
(
Ξ−1(x, y)
)
= (u ◦ Ξ−1)(x, y). V kartezi£nih pa znamo izra£unati gradient polja:
Gradu = grad(u ◦ Ξ−1) = (gradu)JΞ−1,
pa£ z uporabo veriºnega pravila za odvod kompozituma funkij. Da ne bo nesporazuma:
tukaj je (gradu) = (uξ, uζ) gradient funkije v krivo£rtnih koordinatah, medtem ko je
JΞ−1 Jaobijeva matrika transformaije Ξ
−1
, in je enaka inverzu Jaobijeve matrike trans-
formaije Ξ.
Zgled 13. Oglejmo si kar prej²nji zgled polja f(r, ϕ) := r2. Transformaijo med karte-
zi£nimi in polarnimi koordinatami podaja predpis
(x, y) = Ξ(r, ϕ) = (r cosϕ, r sinϕ).
Njena Jaobijeva matrika je
JΞ =
(
∂Ξ1
∂r
∂Ξ1
∂ϕ
∂Ξ2
∂r
∂Ξ2
∂ϕ
)
=
(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ
)
.
Takoj dobimo gradient funkije f v to£ki (r0, ϕ0): grad f = (fr, fϕ) = (2r, 0). Gradient
polja pa je tedaj
Grad f = (grad f)(JΞ)
−1 = (2r, 0)
(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ
)−1
= (2r, 0)
(
cosϕ sinϕ
− sinϕ
r
cosϕ
r
)
= (2r0 cosϕ0, 2r0 sinϕ0),
kar je natanko tisto, kot smo ºe dobili v zgledu 11.
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Do sedaj smo skalarnemu polju priredili vektorsko. e pa imamo vektorsko polje,
lahko na njem naredimo dve operaiji:
Deniija 14. Bodi F = (F1, F2, F3) = (F1(x, y, z), F2(x, y, z), F3(x, y, z)) vektorsko po-
lje, podano v kartezi£nih koordinatah. Njemu prirejeno skalarno polje
DivF :=
∂F1
∂x
+
∂F2
∂y
+
∂F3
∂z
imenujemo divergena polja F.
Zgled 15. Kot zgled vzemimo polje F(x, y, z) := (x2, yxz,−z). Tedaj je DivF = 2x +
xz − 1.
Iz vektorskega smo torej dobili skalarno polje. e je v neki to£ki (DivF)(T ) > 0, jo
imenujemo izvir polja F, £e pa je (DivF)(T ) < 0, jo imenujemo ponor polja F.
Izvir
FÓ@x,y,zD= 8x,y,0<
div FÓ = 2
Ponor
FÓ@x,y,zD= -8x,y,0<
div FÓ = -2
Gradient skalarnega polja smo denirali kot gradient funkije, ki to polje predtavlja v
kartezi£nih koordinatah. Pokazali pa smo, da lahko gradient skalarnega polja deniramo
neodvisno od izbire koordinatnega sistema, in sier v to£ki T kaºe v smeri najhitrej²ega
nara²'anja skalarnega polja. Podobno lahko tudi divergeno vektorskega polja deni-
ramo, ne da bi polje podali v kartezi£nih koordinatah. Spomniti se moramo edinole na
dejstvo, da je totalni odvod F′ preslikave F po deniiji enak neki linearni preslikavi, ki
jo v standardni bazi predstavimo z Jaobijevo matriko.
Naloga 16. Pokºi, da je DivF enaka sledi Jaobijeve matrike preslikave F, oz. je enaka
sledi linearne preslikave F′.
11
e eno operaijo nad vektorskimi polji bomo imenovali rotor
Deniija 17. Naj bo vektorsko polje F = (F1, F2, F3) podano v kartezi£nih koordinatah.
Njemu prirejeno vektorsko polje
RotF =
∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z
F1 F2 F3
∣∣∣∣∣∣ :=
((
∂F3
∂y
− ∂F2
∂z
)
,
(
∂F1
∂z
− ∂F3
∂x
)
,
(
∂F2
∂x
− ∂F1
∂y
))
imenujemo rotor polja F.
Zgled 18. Rotor polja F := (x2, yxz,−z) je (−xy, 0, yz).
To£ka, kjer je RotF 6= ~0 se imenuje vrtine polja F. Kasneje bomo videli, da je ime
prav²njo: e bi v to to£ko postavili vetrnio, bi se vrtela. Rotorju polja F bomo v£asih
rekli tudi polje vrtinev od F.
Vrtinec
FÓ@x,y,zD= 8-y,x,0<
rot FÓ=80,0,2<
Zgled 19. Denimo, da se togo telo vrti okoli osi z. Hitrost v to£ki T je potem enaka
v := ω × r,
kjer je ω := (0, 0, ω) vektor kotne hitrosti in je r := (x, y, z) radij vektor do to£ke T . V
telesu imamo torej podano hitrostno vektorsko polje. Kolik²en je njegov rotor?
Najprej zapi²imo v v kartezi£nem sistemu:
v =
∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
0 0 ω
x y z
∣∣∣∣∣∣ = (−ωy, ωx, 0),
odkoder je Rotv = (0, 0, 2ω) = 2ω.
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Za operaije nad polji se je ustalil naslednji simbolni zapis s Hamiltonovim operatorjem
nabla ∇ := ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
):
∇u := (∂u
∂x
, ∂u
∂y
, ∂u
∂z
) = Gradu
∇ · F = ( ∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z
) · (F1, F2, F3) := DivF
∇× F =

 ~i ~j ~k∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z
F1 F2 F3

 = RotF.
Opazimo, da se operator ∇ obna²a podobno kot vektorji pri skalarnem oz. vektorskem
mnoºenju. Ta podobnost gre ²e dlje, kot bomo videli kasneje.
Naloga 20. Preveri, da za Hamiltonov operator ∇ veljajo naslednje lastnosti:
• ∇(u+ v) = ∇u+∇v.
• ∇ · (F + G) = ∇ · F +∇ ·G.
• ∇ × (F + G) = ∇× F+∇×G.
• ∇ · (uF) = (∇u) · F+ u(∇ · F).
• ∇ × (uF) = (∇u)× F+ u(∇× F).
• ∇ · (F×G) = G · (∇× F)− F · (∇×G).
• ∇ × (F×G) = (G · ∇)F−G(∇ · F)− (F · ∇)G + F(∇ ·G).
2.3 Me²ane operaije nad polji
V£asih se zgodi, da lahko dano vektorsko polje F napi²emo kot gradient nekega skalarnega
polja. Takemu vektorskemu polju bomo rekli potenialno ali konzervativno polje. Skalarno
polje u, za katerega je Gradu = F pa bomo imenovali (skalarni) potenial polja F.
Zgled 21. Vzemimo gravitaijsko polje Zemlje: F(r) = −κmM
r2
r
r
, kjer je r := (x, y, z) radij
vektor, in r := ‖r‖ :=
√
x2 + y2 + z2 njegova dolºina. To polje je potenialno, njegov
potenial je kar u(r) := κmM
r
= κmM√
x2+y2+z2
. V to se hitro prepri£amo, saj:
Gradu = κmM
( ∂(x2+y2+z2)−1/2
∂x
, ∂(x
2+y2+z2)−1/2
∂y
, ∂(x
2+y2+z2)−1/2
∂z
)
= −κmM
r3
r.
Potenialna polja so preej zanimiva: Nimajo vrtinev!
Lema 22. e je F potenialno polje, je njegov rotor enak ni£.
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Dokaz. Pa naj bo u njegov skalarni potenial. Tedaj F = (ux, uy, uz), in s tem
RotF = Rot(Gradu) =
∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z
ux uy uz
∣∣∣∣∣∣ = (0, 0, 0),
kot sledi iz enakosti me²anih odvodov za dvakrat parialno zvezno odvedljivo funkijo u.
Opomba 23. To lahko preverimo tudi z operatorjem nabla, za katerega smo ºe omenili,
da se obna²a kot vektor:
Rot(Gradu) = ∇× (∇u) = ~0
vektorski produkt dveh vzporednih vektorjev (v tem primeru bi za vektor vzeli ∇) je
ni£.
Opomba 24. Pokazali bomo da velja tudi obrat, vsaj pod dolo£enimi pogoji: e je polje
denirano na mnoºii brez lukenj, ima skalarni potenial natanko tedaj, ko je brez
vrtinev.
Koliko razli£nih skalarnih potenialov pa lahko ima dano vektorsko polje?
Naloga 25. Denimo, da je polje F potenialno, in denirano na neki povezani mnoºii.
e sta u1 = u1(x, y, z) in u2 = u2(x, y, z) njegova skalarna poteniala, pokaºi, da velja
u1(x, y, z)− u2(x, y, z) = const.
e polje F nima izvirov niti ponorov, £e je torej DivF = 0 ga imenujemo tudi soleno-
idalno polje. Kot zgled si poglejmo polje vrtinev, torej polje oblike S := RotF:
Lema 26. Za poljubno polje F velja DivRotF = 0.
Naloga 27. Dokaºi zgornjo lemo, tj. pokaºi, da je polje vrtinev solenoidalno.
Zgodi se lahko, da ima polje F skalarni potenial. V£asih pa lahko najdemo neko
drugo vektorsko polje G, da je F = RotG. Tako polje G imenujemo vektorski potenial
polja F.
Vsekakor vektorskega poteniala ni, £e je DivF 6= 0 (pa£ po Lemi 26). Kaj pa obratno,
£e DivF = 0, ali lahko najdemo vektorski potenial? Ne vedno! (bomo pokazali kasneje).
e pa je polje denirano na konveksni mnoºii z maksimalnim presekom, pa je odgovor
dejansko pritrdilen.
Konveksni mnoºii Ω ⊆ R3 bomo rekli, da je z maksimalnim presekom, £e obstajata
taki funkiji α = α(x, y) in β = β(x, y), denirani na neki konveksni mnoºii D ⊆ R2 in
tak z0, da je
(i) α(x, y) ≤ z0 ≤ β(x, y) za vsak (x, y) ∈ D, ter
(ii) Ω = {(x, y, z); (x, y) ∈ D, α(x, y) < z < β(x, y)}
Izrek 28. Vektorsko polje F, denirano na neki odprti konveksni mnoºii Ω ⊆ R3 z
maksimalnim presekom, ima vektorski potenial natanko tedaj, ko DivF = 0.
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z0
β(t)
α(t)
α(t) < z0
α(t) > z0
Slika 6: Dve mnoºii v R
2
. Leva ima maksimalni presek. Desna ga nima: Z nobeno vodo-
ravno £rtkano £rto je ne moremo razdeliti tako, da bi njen rob sestavljali dve krivulji,
ena nad in ena pod £rto.
Pred dokazom si oglejmo konkreten zgled:
Zgled 29. Poi²£imo vektorski potenial polja F := (x2 + 2xz, y2 − 2xy, −z2 − 2yz).
Najprej preverimo, da je polje res solenoidalno:
DivF =
∂F1
∂x
+
∂F2
∂y
+
∂F3
∂z
= (2x+ 2z) + (2y − 2x) + (−2z − 2y) = 0.
Njegov vektorski potenial bomo iskali v obliki polja V = (V1, V2, V3); veljati mora seveda
RotV = F, torej:
∂V3
∂y
− ∂V2
∂z
= x2 + 2xz,
∂V1
∂z
− ∂V3
∂x
= y2 − 2xy, ∂V2
∂x
− ∂V1
∂y
= −z2 − 2yz. (1)
Ta sistem ima veliko re²itev. Izkaºe se, da eno re²itev dobimo elo ob privzetku, da je
zadnja komponenta, V3 ≡ 0. Tedaj se prvi dve ena£bi gornjega sistema polep²ata v
∂V2
∂z
= −(x2 + 2xz), ∂V1
∂z
= y2 − 2xy.
Ena£bi integrirajmo na spremenljivko z, od ksne to£ke z0 do z.
V1(x, y, z) =
ˆ z
z0
(y2 − 2xy) dz = z(y2 − 2xy) + C1
(
C1 = C1(x, y)
)
.
V2(x, y, z) = −
ˆ z
z0
(x2 + 2xz) dz = −(x2z + xz2) + C2
(
C2 = C2(x, y)
)
.
Aditivni integraijski konstanti C1, C2 sta seveda neodvisni od z. Vendar pa pri vsakem
izboru spremenljivk x, y dobimo v splo²nem novi konstanti. Zatorej zavisita od x, y.
Zopet se izkaºe, da lahko izberemo C1(x, y) ≡ 0. Prva komponenta iskanega polja je
s tem dolo£ena, V1(x, y, z) = z(y
2 − 2xy). V drugi komponenti pa moramo ²e poiskati
neznano funkijo C2(x, y), da bo izpolnjena zadnja ena£ba:
∂V2
∂x
− ∂V1
∂y
= −z2 − 2yz. (2)
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Vstavimo zgoraj dobljeno re²itev: −(2xz+ z2)+ ∂C1
∂x
− (2yz− 2xz) = −z2− 2yz, odkoder
je
∂C1
∂x
= 0. (3)
Ena od re²itev te ena£be je kar C1(x, y) = 0. dobimo torej naslednji vektorski potenial:
V =
(
z(y2 − 2xy), −(x2z + xz2), 0).
Opomba 30. Ena£ba (3) sluºi tudi kot kontrola izra£unov: e nismo naredili napake, mora
njena desna stran biti neodvisna od spremenjlivke z.
V gornjem zgledu je pravzaprav skrit postopek za iskanje vektorskega poteniala po-
ljubnega solenoidalnega polja.
Naloga 31. Dokaºi izrek 28.
(Nasvet: Za£ne² lahko kot v prej²njem zgledu. Pri ena£bi (2) lahko parialno odvajamo znotraj integrala,
in upo²tevamo, da je DivF = ∂F1
∂x
+ ∂F2
∂y
+ ∂F3
∂z
= 0:
F3(x, y, z) =
∂V2
∂x
− ∂V1
∂y
= −
ˆ z
z0
∂F1
∂x
+
∂F2
∂y
dz +
∂C1
∂x
=
ˆ z
z0
∂F3
∂z
dz +
∂C1
∂x
= F3(x, y, z)− F3(x, y, z0) + ∂C1
∂x
.
Pokraj²aj, in opazi, da je funkija C1 res neodvisna od z.)
Vektorski potenial pa ni enoli£en (zato smo pri iskanju re²itev tudi lahko privzeli, da je
njegova zadnja komponenta ni£elna). Koliko je vseh njegovih re²itev?
Naloga 32. Denimo, da je V vektorski potenial polja F. Pokaºi, da za vsako zvezno
odvedljivo skalarno polje u velja U := V +Gradu je tudi vektorski potenial polja F.
Gornji izrek pa ne velja nujno, £e je polje denirano na nekonveksni mnoºii.
Zgled 33. Gravitaijsko polje Zemlje smo ºe sre£ali: F = −κmM
r2
r
r
= −κmM(x,y,z)
(x2+y2+z2)3/2
. Polje
je denirano povsod, z izjemo to£ke (0, 0, 0). Njegova divergena je ni£. Kljub temu pa
bomo pokazali po Stokesovem izreku, da nima vektorskega poteniala.
Privzemimo za trenutek, da je polje F denirano na dovolj pohlevni mnoºii. e je
DivF = 0, ima vektorski potenial, in nima niti izvirov niti ponorov. e je RotF = ~0
(bomo pokazali, da) ima skalarni potenial; poleg tega pa je tako polje brezvrtin£no.
Posebno lepa so polja ki nimajo niti izvirov/ponorov, niti vrtinev; torej polja, za
katera je DivF = 0 in RotF = ~0. Imenujemo jih harmoni£na ali Laplaeova (tako polje
opisuje npr. pretakanje nestisljive teko£ine, brez vrtinev in izvirov/ponorov). Laplaeovo
polje ima skalarni potenial, torej F = Gradu za neko skalarno polje u. Poleg tega je
njegova divergena enaka ni£. Sklepamo, da Laplaeovo polje ustreza naslednji, Laplaeovi
parialni diferenialni ena£bi:
0 = DivF = DivGradu = Div(ux, uy, uz) = uxx + uyy + uzz;
tu je uxx :=
∂2u
∂x2
in podobno za uyy ter uzz.
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Divergenca=0, pa nima vektor. potenciala
FÓ@x,y,zD= -8x, y, z<
I!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!x2 + y2 + z2 M3
div FÓ = 0
Divergenca=0, pa nima vektor. potenciala
FÓ@x,y,zD= -8x, y, z<
I!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!x2 + y2 + z2 M3
div FÓ = 0
Slika 7: Solenoidalno polje brez vektorskega poteniala. Na desni je prikazan prerez
polja z ravnino z = 0.
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3 Krivuljni integrali
3.1 Krivuljni integral I. vrste
Denimo, da imamo kos bakrene ºie. Radi bi ga izolirali, zato ga potopimo v teko£ino z
gostotnim poljem ρ = ρ(x, y, z).
ρ=ρ(x,y,z) ρ=ρ(x,y,z)
Ti
Slika 8: Krivuljni integral I. vrste. ia v nehomogeni teko£ini; na desni sliki je
njen razrez. Pri ra£unanju mase ovoja posameznega ko²£ka moramo poznati gostoto.
Vzamemo jo kar v neki to£ki Ti na tem ko²£ku.
Teko£ina se okoli ºie strdi in oblikuje za²£itni ovoj enakomerne debeline. Toda njegova
masa se spreminja, saj teko£ina ni homogena. Kako bi izra£unali maso ovoja?
Ideja je naslednja: io razreºemo na drobne ko²£ke dolºine ∆si. Na vsakem ko²£ku
se nabere pribliºno (Pρ(Ti)) ·∆si, kjer je Ti poljubno izbrana to£ka na na²em ko²£ku (in
je P povr²ina preseka ovoja). Se²tejmo posamezne prispevke, in dobili bomo pribliºek za
maso ovoja. Ta pribliºek bo tem bolj²i, £im bolj na drobno smo ºio razrezali. V limiti, ko
reºemo na tako drobne ko²£ke, da gre njihova maksimalna dolºina proti ni£, bomo dobili
to£ni rezultat.
Kako pa bi to limito dejansko izra£unali? In kdaj sploh obstaja? In ²e bolj pomembno:
Ali je res neodvisna od oblike razreza in izbire to£k Ti?
Pomagamo si tako, da ºio, imenujmo jo Γ, parametriziramo z regularno parametri-
zaijo r : [a, b] → Γ. (Na hitro ponovimo, da mora biti (i) r surjektivna, (ii) r|[a,b) : [a, b) → Γ
injektivna, in (iii) r˙(t) 6= ~0.)
Razrez ºie ustreza razrezu intervala [a, b] z delilnimi to£kami a = t0 < t1 < · · · < ti−1 < ti <
· · · < tn = b. Dolºino loka ∆si ºe poznamo. Pridenimo ²e izrek o povpre£ni vrednosti integrala:
∆si =
ˆ ti
ti−1
‖r˙(t)‖ dt = ‖r˙(ξi)‖ ·
ˆ ti
ti−1
dt = ‖r˙(ξi)‖∆ti (ξi ∈ [ti−1, ti]).
Torej je masa ovoja pribliºno enaka
∑n
i=1(Pρ(Ti))∆si =
∑n
i=1(Pρ(Ti)) · ‖r˙(ξi)‖∆ti. To£ko Ti na
ºii, kjer ra£unamo gostoto teko£ine, si izberemo tako, da bo ra£un £imlaºji. Torej bodi Ti :=
r(ξi). Sedaj pa dobimo iskano maso kot:
Masa = lim
max∆ti→0
n∑
i=1
(Pρ(r(ξi))) · ‖r˙(ξi)‖∆ti.
Na desni strani ugledamo Riemannovo vsoto zvezna funkije (Pρ(r(t))) · ‖r˙(t)‖, denirane na
intervalu [a, b]. Limita je torej enaka
´ b
a (Pρ(r(t))) · ‖r˙(t)‖ dt, in je neodvisna od oblike delitve
18
ρ=ρ(x,y,z)
Ti
:
r
a b
ξi
Slika 9: Krivuljni integral I. vrste. Delitvi ºie ustreza delitev intervala, na katerem
je definirana regularna parametrizaija r.
intervala [a, b] (se pravi tudi od oblike razreza krivulje Γ), niti ni odvisna od izbire evaluaijskih
to£k ξi.
Naloga 34. Pokaºi, da bi v limiti ²e vedno dobili isti rezultat, £etudi bi gostoto ra£unali nekje
drugje na ko²£ku krivulje, in ne v to£ki r(ξi).
(Nasvet: Gostoto torej ra£unamo na to£ki Ti = r(τi), kjer τi ∈ [ti−1, ti]; pribliºek za maso je tedaj∑
(Pρ(r(τi))) · ‖r˙(ξi)‖∆ti.)
Deniija 35. Naj bo Γ enostavna (ali enostavno sklenjena) gladka krivulja, in ρ zvezno skalarno
polje, denirano na neki okolii Γ. Krivuljni integral I. vrste je ²tevilo
ˆ
Γ
ρ ds :=
ˆ b
a
ρ(r(t)) · ‖r˙(t)‖ dt,
kjer je r : [a, b]→ Γ regularna parametrizaija krivulje Γ.
Na eno malenkost pa smo le pozabili: Kaj £e bi vzeli druga£no regularno parametrizaijo,
ali bi dobili isto maso ali ne?
Naloga 36. Pokaºi, da je krivuljni integral I. vrste dobro deniran, torej da je neodvisen od
izbire regularne parametrizaije r.
(Nasvet: e je r∗ : [c, d] → Γ neka druga regularna parametrizaija iste krivulje Γ, obstaja zvezno
odvedljiva, strogo monotona bijekija h := [c, d]→ [a, b], da je r∗ = r ◦ h.)
Zgled 37. Izra£unaj krivuljni integral I. vrste po enotski kroºnii v ravninskem polju ρ(x, y) :=√
(1− x)2 + y2.
Izberimo njeno poljubno regularno parametrizaijo, npr r(t) := (cos t, sin t). Tedaj je ‖r˙(t)‖ =
1, in stem
ˆ
Γ
ρ ds =
ˆ 2pi
0
ρ(cos t, sin t) · ‖r˙(t)‖ dt =
ˆ 2pi
0
√
(1− cos t)2 + sin2 t dt =
ˆ 2pi
0
√
2− 2 cos t dt
= 2
ˆ 2pi
0
| sin( t2)| dt = 2
ˆ 2pi
0
sin( t2 ) dt = 8.
Obi£ajni integral ni ni£ drugega kot krivuljni integral I. vrste po daljii [a, b]:
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Zgled 38. Izra£unaj krivuljni integral polja u(x, y) := f(x) + 0y = f(x) po daljii [a, b].
Izberimo poljubno regularno parametrizaijo, npr tole r(t) := (t, 0). Tedaj r˙(t) = (1, 0), in
‖r˙(t)‖ = 1, in torej ˆ
[a,b]
u ds =
ˆ b
a
u(t, 0) dt =
ˆ b
a
f(t) dt.
Motivaija za vpeljavo krivuljnega integrala I. vrste je ra£unanje mas krivulj. Z njim pa
lahko ra£unamo tudi teºi²£a:
Teºi²£e masnih to£k m1, . . . ,mn leºi v
r∗ :=
∑
miri∑
mi
= 1m
∑
miri =
1
m
∑
mi(xi, yi, zi).
0
O

7
m1
m2
m3
r1
r2
r3
Teºi²£e krivulje pa izpeljemo podobno kot njeno maso: Razdelimo jo na majhne ko²£ke dol-
ºine ∆si, z maso ∆mi := ρ(Ti)∆si. Pribliºek za teºi²£e je torej
1
m
∑
ri∆mi =
1
m
∑
riρ(Ti)∆si =
1
m
∑
(xi, yi, zi)ρ(Ti)∆si.
V limiti, ko gre`max∆si → 0 bomo dobili to£no vrednost teºi²£a. To je torej to£ka T ∗ =
(x∗, y∗, z∗), kjer
x∗ = 1m
ˆ
Γ
xρ(x, y, z) ds,
y∗ = 1m
ˆ
Γ
yρ(x, y, z) ds,
z∗ = 1m
ˆ
Γ
zρ(x, y, z) ds,
in m :=
´
Γ ρ(x, y, z) ds.
Zgled 39. Poi²£imo teºi²£e zgornje enotske polkroºnie, gostote ρ(x, y) = 1.
Njena masa je m = 1/2(2π) = π. Izberimo regularno parametrizaijo, npr. r(t) :=
(cos t, sin t); t ∈ [0, π], in dobimo ordinato teºi²£a:
y∗ =
1
m
ˆ
Γ
y · 1 ds = 1
π
ˆ pi
0
sin t · ‖r˙(t)‖ dt = 1
π
ˆ pi
0
sin t dt =
2
π
.
Podobno bi dobili, da x∗ = 0. Teºi²£e je v to£ki T ∗ = (0, 2/π).
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Kak²ne lastnosti ima krivuljni integral I. vrste?
Naloga 40. e sta λ1, λ2 ∈ R konstantni, in sta ρ1, ρ2 zvezni funkiji, denirani na okolii
gladke krivulje Γ, pokaºi, da velja
ˆ
Γ
λ1ρ1 + λ2ρ2 ds = λ1
ˆ
Γ
ρ1 ds+ λ2
ˆ
Γ
ρ2 ds.
Naloga 41. e je gladka krivulja Γ = Γ1 + Γ2 sestavljena iz dveh kosov, pokaºi, da jeˆ
Γ
ρ ds =
ˆ
Γ1
ρ ds+
ˆ
Γ2
ρ ds.
Γ1
Γ2
Slika 10: Krivulja, sestavljena iz dveh kosov.
Do sedaj smo zahtevali, da je krivulja gladka. Gornja naloga sugerira naslednjo raz²iritev
krivuljnega integrala tudi za odsekoma gladke krivulje: e je Γ = Γ1+ · · ·+Γn razep odsekoma
gladke krivulje na gladke dele, deniramo
´
Γ ρ ds :=
∑n
i=1
´
Γi
ρ ds.
Γ1
Γ2
Γ3
Slika 11: Odsekoma gladka krivulja je sestavljena iz gladkih komponent.
Izrek o povpre£ni vrednosti za zvezne funkije f pravi, da je
´ b
a f(t) dt = f(ξ) · (b−a) za neko
to£ko ξ ∈ [a, b]. Toda ´ ba f(t) dt je krivuljni integral po daljii [a, b], in (b − a) je njena dolºina!
Ali velja kaj podobnega tudi za krivuljne integrale?
Naloga 42. Pokaºi, da za gladko krivuljo Γ velja
ˆ
Γ
ρ ds = ρ(T ∗) ·Dolzˇ(Γ)
za neko to£ko T ∗ ∈ Γ.
(Nasvet: Izberi parametrizaijo Γ z naravnim parametrom, tj. ‖r˙(s)‖ ≡ 1, in uporabi izrek o povpre£ni
vrednost na integralu
´
Γ ρ ds =
´ Dolzˇ(Γ)
0 ρ(r(s)) · ‖r˙(s)‖ ds.)
3.2 Krivuljni integral II. vrste
Sedaj nas zanima druga£en problem: Masno to£ko vle£emo po ravni podlagi s konstantno silo
~F .
Kolik²no delo opravimo, da ga premaknemo do razdalje s?
Odgovor zvemo iz zike: A = F1s, kjer je s dolºina poti in F1 velikost sile v smeri gibanja.
Denimo, da smo ga premaknili za vektor ~s dolºine s := ‖~s‖, kot med vektorjem premika ~s in
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Slika 12: Masno telo vle£e konstantna sila
~F . Delo, ki ga pri tem opravi je produkt
dolºine poti s = ‖~s‖ in velikosti komponente sile ~F1 v smeri gibanja. Na drugi sliki sila
nasprotuje gibanju; tedaj je delo negativno.
vektorjem sile
~F pa bodi ϕ. Tedaj je A = (‖~F‖ cos ϕ)·‖~s‖ = ~F ·~s. delo ki ga opravi konstanta sila,
da masno to£ko premakne vzdolº vektorja ~s ra£unamo torej s skalarni produktom! Mimogrede
²e omenimo, da je delo negativno, £e sila ovira gibanje.
Kaj pa, £e imamo neko polje sile (npr. gravitaijsko) in se to£ka giblje po neki krivulj (npr.
ksirana je na neko zvito ºio)? Koliko dela tedaj opravimo, da premagujemo polje sil? Odgovor
je odvisen tudi od smeri gibanjav eni smeri bomo nasprotovali polju sil; delo bo negativno. V
obratni smeri nam bo polje sil pomagalo; delo bo sier po absolutni vrednosti enako veliko kot
prej, vendar bo pozitivno.


Slika 13: Po isti krivulji se lahko premikamo v dveh smereh. Opravljeno delo pri spremeni
gibanja zgolj spremeni predznak.
akata nas torej dve nalogi: (a) Kako orientirati krivuljo? (b) Kako izra£unati delo, ko
masna to£ka premaguje polje sil po neki krivulji?
3.2.1 Orientaija krivulj
Zadeva je preprosta. Izberemo si pa£ smer, po kateri se bomo gibali po krivulji. Mislimo si,
da je krivulja esta, po njej pa se giblje avto. Njegovi ºarometi vedno kaºejo v smeri tangente
na krivuljo. Ko se avto premika, se tangenta (=smer ºarometov) zvezno spreminja. To pa ºe
narekuje naslednjo deniijo:
Deniija 43. Orientaija gladke krivulje Γ je podana z zvezno preslikavo ξ : Γ → R3, ki
to£ki p ∈ Γ priredi enotski tangentni vektor T(p) na krivuljo.
Opomba 44. e je krivulja ravninska, tudi tangentni vektor X(p) leºi v ravnini, torej ξ : Γ →
R
2 × {0}. Obi£ajno tedaj pozabimo na tretjo komponento, in pi²emo kar ξ : Γ→ R2.
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Zgled 45. Kot zgled si oglejmo enotsko kroºnio Γ := {(x, y); x2 + y2 = 1}. Parametrizirajmo
jo z naravnim parametrom r(s) := (cos s, sin s). V to£ki T (x, y) = r(s) je tangentni vektor enak
r′(s) = (− sin s, cos s). Toda mi vemo, da (x, y) = r(s), se pravi, da je x = cos s in y = sin s. Se
pravi, da je tangentni vektor v T (x, y) enak (− sin s, cos s) = (−y, x). Njegova dolºina je 1, saj
(x, y) ∈ Γ. Orientaijo torej podaja preslikava ξ : (x, y) 7→ (−y, x), in je o£itno zvezna.
-1 -0.5 0.5 1
-1
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Slika 14: Orientaija krivulje. Na vsako njeno to£ko pripnemo enotski tangentni vektor.
Zahtevamo ²e, da se tangentni vektorji zvezno spreminjajo vzdolº krivulje
V vsaki to£ki krivulje si lahko izberemo natanko dva enotska tangentna vektorja: T in −T.
Na koliko na£inov pa lahko izbiramo enotske tangentne vektorje, ki se zvezno spreminjajo po
gladki krivulji?
Naloga 46. Pokaºi, da za gladko krivuljo Γ lahko najdemo le dve zvezni preslikavi, ki to£ki p ∈ Γ
priredi enotski tangetni vektor na Γ (v to£ki p).
(Nasvet: Parametriziraj jo z naravnim parametrom r(s). V to£ki p = (x, y, z) = r(s), je r′(s) enotski
tangentni vektor na krivuljo. Torej je ξ(x, y, z) := r′(r−1(x, y, z)) = r′(s) ena od iskanih zveznih preslikav
vzdolº Γ (zakaj ºe je r−1 zvezna?). kompaktu je zaprta perslikavatorej homeomorzem Drugo podaja njej
nasprotna: −ξ. Ve£ jih ni zaradi zveznosti£e je namre£ ξ1 ²e ena zvezna preslikava, je p 7→ ‖(ξ−ξ1)(p)‖
tudi zvezna, ki pa lahko zavzame natanko dve vrednosti: {0, 2}.)
Vsaka gladka krivulja Γ torej dopu²£a natanko dve orientaiji. Denimo, da smo jo ºe
orientiraliv vsaki to£ki p torej imamo dolo£en enotski tangentni vektor ξ(p), ki se zvezno
spreminja vzdolº krivulje. To bomo ozna£evali kot
x
Γ ali pa tudi kot
y
Γ. Sedaj pa vzemimo neko
regularno parametrizaijo r : [a, b]→ xΓ orientirane krivulje xΓ. Pravimo, da r ohranja orientaijo,
£e je
r˙(t)
‖r˙(t)‖ = ξ(r(t)),
£e se torej tangentni vektor parametrizaija ujema z izbrano tangento, kot jo dolo£a orientaija.
V nasprotnem primeru, ko
r˙(t)
‖r˙(t)‖ = −ξ(r(t))
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re£emo, da r obrne orientaijo.
Male ve£ problema imamo pri orientaiji odsekoma gladkih krivuljah. Najlºje jih orientiramo
tako, da si izberemo neko odsekoma gladko parametrizaijo γ = γ(t). V vsaki to£ki lahko
izra£unamo levi ali desni odvod (oba sta enaka, z izjemo to£k, kjer krivulja nima tangente). e
vedno ra£unamo npr. levi odvod, dobimo enoli£no dolo£en predpis, ki vsaki to£ki na krivulji
priredi nek neni£eln vektor. Normirajmo ga! Na tak na£in smo orientirali tudi odsekoma gladko
krivuljo.
z
y
9
?ﬀ
 s
Slika 15: Odsekoma gladka krivulja. V to£ki negladkosti enotski tangetni vektor sun-
kovito spremeni smer
Povzemimo. Odsekoma gladko krivuljo orientiramo tako, da izberemo neko njeno odsekoma
gladko parametrizaijo, in v vsaki to£ki izra£unamo levi odvod, ki ga nato normiramo.
3.2.2 Delo v polju sil
Krivuljo smo torej orientirali. Postavimo jo v polje sil. Kako izra£unati delo, ko masna to£ka
prepotuje krivuljo v izbrani smeri?
Vzemimo poljubno orientaijo ohranjajo£o regularno parametrizaijo r : [a, b] → xΓ. Raz-
rezu T0, . . . , Ti, . . . , Tn krivulje ustreza delitev intervala a = t0 < · · · < ti < · · · < tn = b. Vektor−−−−→
Ti−1Ti je enak r(ti)− r(ti−1), oziroma, £e napi²emo po komponentah, in uporabimo Lagrangeov
izrek:
−−−−→
Ti−1Ti =
(
x(ti)− x(ti−1), y(ti)− y(ti−1), z(ti)− z(ti−1)
)
=
(
x˙(ξi), y˙(τi), z˙(ζi)
)
(ti − ti−1)
za neke to£ke ξi, τi, ζi ∈ [ti−1, ti]. Kot obi£ajno pi²imo ∆ti := (ti − ti−1). Poleg tega: Ker je r
zvezno odvedljiva, ne bomo dosti pogre²ili, £e ra£unamo x˙, y˙, z˙ v isti to£ki ξi. Torej je
−−−−→
Ti−1Ti =
(
x˙(ξi), y˙(ξi), z˙(ξi)
)
∆ti + osti∆ti = r˙(ξi)∆ti + osti∆ti,
kjer je osti = (0, y˙(τi) − y˙(ξi), z˙(ζi) − z˙(ξi)
)
. Izbiro to£ke pi na loku krivulje y Ti−1Ti, kjer
bomo ra£unali prijemali²£e polja sil, opravimo tako, da bo ra£un £impreprostej²i. Kar sama se
ponuja izbira pi := r(ξi). Torej polje F sil opravi pribliºno tak²no delo:
A
.
=
n∑
i=1
∆Ai
.
=
n∑
i=1
F(r(ξi)) · r˙(ξi)∆ti.
To£no vrednost bomo dobili v limitnem proesu, ko krivuljo tako na drobno delimo, da gre
max∆ti → 0. Na desni strani uzremo Riemannovo vsoto funkije F(r(t)) · r˙(t) na intervalu [a, b],
ki v limiti konvergira proti ²tevilu
A =
ˆ b
a
F(r(t)) · r˙(t) dt.
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Slika 16: Delo v polju sil F. Krivuljo
x
Γ razreºimo na drobne ko²£ke s to£-
kami T0, . . . , Ti−1, Ti, . . . , Tn. e je razrez dovolj droban, se od Ti−1 do Ti gibljemo skoraj po
daljii, in polje sil je na tem ko²£ku skoraj konstantno. Ker se vrednost polja skoraj ne
spreminja, ga lahko izra£unamo v poljubno izbrani to£ki pi na odseku krivulje med Ti−1
in Ti. Prispevek dela na tem ko²£ku je torej pribliºno ∆A
.
= F(pi) · −−−−→Ti−1Ti.
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Mogo£e bi kdo ugovarjal, da bi morali ra£unati male bolj natan£no:
n∑
i=1
∆Ai =
n∑
i=1
F(r(ξi)) · −−−−→Ti−1Ti =
n∑
i=1
F(r(ξi)) · r˙(ξi)∆ti +
n∑
i=1
F(r(ξi)) · osti∆ti.
Naloga 47. Pokaºi, da
∑n
i=1
−→
F (r(ξi)) · osti∆ti limitira proti ni£, ko tako na drobno delimo
x
Γ,
da gre max∆ti → 0.
Problem smo tako pravzaprav (skoraj) re²ili. Dobljeno ²tevilo A imenujemo tudi krivuljni
integral II. vrste. Formalno deniramo takole:
Deniija 48. Bodi
x
Γ gladka, orientirana krivulja in F zvezno vektorsko polje, denirano na
neki okolii
x
Γ. Krivuljni integral II. vrste vzdolº krivulje
x
Γ v polju F je ²tevilo
ˆ
x
Γ
F dr :=
ˆ b
a
F(r(t)) · r˙(t) dt,
kjer je r : [a, b]→ xΓ orientaijo ohranjajo£a regularna reprezentaija krivulje xΓ.
Zakaj smo zgoraj omenili, da je problem skoraj re²en? Zato, ker ²e nismo preverili, £e dobimo
isti rezultat tudi ob druga£ni parametrizaiji krivulje
x
Γ!
Naloga 49. Naj bosta r : [a, b] → xΓ in r∗ : [c, d] → xΓ dve orientaijo ohranjajo£i regularni
reprezentaije iste (orientirane) krivulje
x
Γ. Pokaºi, da tedaj obstaja strogo monotono nara²£ajo£a
zvezno odvedljiva bijekija h : [c, d]→ [a, b], za katero je
r∗(s) = r(h(s)).
S pomo£jo gornje naloge ni teºko preveriti, da je deniija krivuljnega integrala II. reda
dobra, torej da je neodvisna od izbire orientaijo ohranjajo£e regularne reprezentaije. V to se
prepri£amo skoraj natanko tako, kot smo pokazali dobro deniranost pri krivuljnem integralu I.
reda.
Naloga 50. Naj bosta r : [a, b] → xΓ in r∗ : [c, d] → xΓ dve orientaijo ohranjajo£i regularni
reprezentaije iste (orientirane) krivulje
x
Γ. Pokaºi, da je
ˆ d
c
F(r∗(t)) · r˙∗(t) dt =
ˆ b
a
F(r(t)) · r˙(t) dt.
Zgled 51. Izra£unajmo krivuljni integral polja F(x, y) := (xy2, −x2y) vzdolº zgornje polovie
polkroºnie polmera a, orientirane v smeri urinega kazala.
Ena od orientaijo ohranjajo£ih regularnih parametrizaij je r : t 7→ a(cos(−t), sin(−t)).
Ker ho£emo zgornjo polovio polkroºnie, jo gledamo le za t ∈ [π, 2π]. Njen odvod je enak
r˙(t) = −a(− sin(−t), cos(−t)) = a(− sin t, cos t). Torej je
ˆ
x
Γ
F dr =
ˆ 2pi
pi
a3
(
cos(−t) sin2(−t), cos2(−t) sin(−t)) · a(− sin t, cos t) dt
= a4
ˆ 2pi
pi
cos t sin3 t+ cos3 t sin t dt = 0
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Zgled 52. V polju sil F := (3x2 − 6yz, 2y + 3xz, 1− 4xyz2) bi radi masno to£ko premaknili od
A = (0, 0, 0) do B = (1, 1, 1). Izra£unaj potrebno delo, £e (i) se gibljemo po premii
(ii) se gibljemo po krivulji, parametrizirani z x(t) = t, y(t) = t2, z(t) = t3.
(i). Najprej poi²£imo orientaijoohranjajo£o parametrizaijo. Ena od moºnosti je npr.
r(t) := (t, t, t), ko t ∈ [0, 1]. Torej je delo enako
A =
ˆ
x
Γ
F·dr =
ˆ 1
0
(3t2−6t2, 2t+3t2, 1−4t4)·(1, 1, 1) dt =
ˆ 1
0
3t2−6t2+2t+3t2+1−4t4 dt = 6/5.
(ii). Orientaijoohranjajo£o parametrizaijo sedaj ºe imamo: r(t) = (t, t2, t3). V tem
primeru pa je delo enako
A =
ˆ
x
Γ
F · dr =
ˆ 1
0
(3t2 − 6t5, 3t4 + 2t2, 1− 4t9) · (1, 2t, 3t2) dt =
ˆ 1
0
2t2
(−6t9 + 2t+ 3) dt = 2.
Kak²ne lastnosti ima krivuljni integral II. vrste?
• Krivuljni integral II. vrste lahko pretvorimo v I. vrste! Zapi²imo male spremenjeno de-
niijo ˆ
x
Γ
F dr =
ˆ b
a
F(r(t)) · r˙(t)‖r˙(t)‖ ‖r˙(t)‖ dt,
in opazimo, da je
r˙(t)
‖r˙(t)‖ enotski tangentni vektor na Γ. Ker pa parametrizaija r ohranja
orientaijo (dolo£eno z zvezno preslikavo ξ : Γ→ R3), je torej r˙(t)‖r˙(t)‖ = ξ(r(t)). Poleg tega
je ‖r˙(t)‖ dt = ds diferenial lo£ne dolºine. Vstavimo v gornjo ena£bo, pa imamo povezavo
med obema krivuljnima integraloma:
ˆ
x
Γ
F dr =
ˆ b
a
F(r(t)) · ξ(r(t)) ds =
ˆ
Γ
(F · ξ) ds.
Na levi je krivuljni integral II. reda po orientirani krivulji
x
Γ. Na desni je krivuljni integral
I. reda po isti, toda neorientirani, krivulji Γ.
• Vsako orientirano krivuljo lahko razdelimo na dva dela.
Naloga 53. e je orientirana, gladka krivulja
x
Γ =
x
Γ1 +
x
Γ2 sestavljena iz dveh kosov,
pokaºi, da je ˆ
x
Γ
F dr =
ˆ
x
Γ1
F dr +
ˆ
x
Γ2
F dr.
Do sedaj smo zahtevali, da je krivulja gladka. Gornja naloga sugerira naslednjo raz²iritev
krivuljnega integrala tudi za odsekoma gladke orientirane krivulje: e je
x
Γ =
x
Γ1+ · · ·+
x
Γn
razep odsekoma gladke, orientirane krivulje na gladke orientirane dele, deniramo
ˆ
x
Γ
F dr :=
n∑
i=1
ˆ
x
Γ1
F dr.
• e spremenimo orientaijo krivulje smo ºe omenili, da tudi opravljeno delo spremeni pred-
znak.
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Naloga 54. Pokaºi, da je ˆ
x
Γ
F dr = −
ˆ
y
Γ
F dr,
kjer je
y
Γ ista krivulja kot
x
Γ, a s spremenjeno orientaijo.
(Nasvet: e r : [a, b]→ xΓ ohranja orientaijo, jo r1 : t 7→ r(−t) obrne.)
• Razbijmo polje na komponente: F = (F1, F2, F3). Isto naredimo s parametrizaijo r(t) =(
x(t), y(t), z(t)
)
. Tedaj je
dr(t) = r˙(t) dt =
(
x˙(t) dt, y˙(t) dt, z˙(t) dt
)
= (dx, dy, dz)
Tedaj pa tudi krivuljni integral razpade na vsoto treh integralov po projekijah na absiso,
ordinato, oz. aplikato: ˆ
x
Γ
F · dr =
ˆ
x
Γ
F1dx+ F2dy + F3dz.
Opomba 55. e je orientirana krivulja sklenjena (£e torej njena za£etna in kon£na to£ka sovpa-
data), to dejstvo obi£ajno ozna£imo kot
˛
x
Γ
F dr :=
ˆ
x
Γ
F dr.
e je sklenjena ravninska krivulja Γ orientirana v pozitivni smeri, torej v obratni smeri urinega
kazala, bomo to poudarili z oznako ‰
x
Γ
F dr.
Vrednost krivuljnega integrala II. vrste po sklenjeni orientirani krivulji imenujemo tudi irkulaija
polja F.
Zgled 56. V reki imamo ksirano mreºasto ev, v njej pa prosto lebdi veriga, ki ima pritrjene
lopatie. Ali se bo veriga v evi zaradi gibanja vode vrtela? Oglejmo si tri nami²ljena telesa,
prosto gibajo£a po tej evi.
Kar se opazovanih treh masnih teles ti£e, se gibljejo po premii. Njihova skupna gibalna
koli£ina je torej G1 +G2 +G3 =
∑
imivi · ξi.
Ta tri masna telesa so bila seveda ko²£ki verige, ki lebdi v mreºasti evi. Njihova masa je
zato odvisna od gostote verige (ki je iz homogenega materiala), ter od dolºine, ki jo zasedajo na
verigi: mi = ρ∆si. Torej je njihova gibalna koli£ina enaka
G =
∑
i
ρvi · ξi∆si
Sedaj pa nas zanima skupna gibalna koli£ina elotne verige. Dobimo jo z limitnim proesom:
Najprej jo razdelimo na masne del£ke, in se²tejemo prispevke vsakega od njih. Nato delitev
£edalje bolj drobimo, tako, da gre maksimalna dolºina masnega del£ka proti ni£. V limiti bomo
dobili to£no gibalno koli£ino, ki je enaka
G = ρ lim
max∆si→0
∑
i
(vi · ξi)∆si = ρ
ˆ
Γ
(v · ξ) ds = ρ
ˆ
x
Γ
v · dr.
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Slika 17: Sklenjena krivulja s pritrjenimi lopatiami v polju (reki) v. Moºno je, da se bo
krivulja zaradi gibanja reke vrtela. Hitrost vrtenja dobimo s irkulaijo polja v.
m1
m2
m3 ->

}
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Slika 18: Masna telesa, gibajo£a se po evi. Polje v jih ho£e premakniti v smeri vek-
torja v(x, y), toda premikajo se lahko zgolj v smeri tangente na krivuljo, tj. v smeri
vektorja ξ(x, y) (ali pa v smeri −ξ(x, y)); tu je ξ(x, y) enotski vektor, kot ga podaja iz-
brana orientaija. Gibalna koli£ina i-tega je Gi := mivi · ξi. Tu je vi := v(xi, yi) hitrost
polja v to£ki kjer se nahaja sredi²£e itega telesa, ξi pa je enotski tangentni vektor v
tej to£ki, kot ga podaja izbrana orientaija.
Na levi je krivuljni integral I. vrste od funkije (x, y) 7→ v(x, y) · ξ(x, y) ki pove porazdelitev
gibalna koli£ina po krivulji. Na desni smo ga ºe pretvorili v krivuljni integral II. vrste. Povpre£no
hitrost vrtenja verige pa dobimo, £e skupno gibalno koli£ino G delimo z maso verige:
v = Gm =
1
m
˛
x
Γ
v · dr;
izra£unamo jo torej ravno s irkulaijo polja. Mimogrede: e je rezultat negativen, se veriga vrti
v obratni smeri kot jo podaja izbrana orientaija.
V zgledu 52 smo videli, da opravimo razli£no veliko delo, £e se gibljemo po razli£nih poteh,
ki povezujejo isti to£ki A in B. V£asih pa delo le ni odvisno od oblike poti:
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Zgled 57. Izra£unaj delo, ki ga moramo opraviti pri premagovanju gravitaijskega polja F =
−κmM
r2
· rr , da masno to£ko z maso m premaknemo po krivulji, ki povezuje to£ki A = (0, 0, 0)
in B = (1, 1, 1).
Iz srednje²olske zike sklepamo, da je opravljeno delo enako razliki med potenialnima energi-
jama, torej je premosorazmerno razliki vi²in. Pri£akujemo torej, da bo odgovor enak za katerokoli
krivuljo, ki povezuje A in B. Res: za gravitaijsko polje smo ºe pokazali, da ima skalarni po-
tenial! Zgolj spomnimo: Za funkijo V (x, y, z) := κmM/
√
x2 + y2 + z2 = κmM/r velja da
GradV = −κmMr2 · rr .
Vzemimo sedaj poljubno orientirano gladko krivuljo
x
Γ, ki A poveºe z B, in bodi r := [a, b]→ xΓ
njena orientaijo ohranjajo£a regularna parametrizaija.
A
B
Slika 19: To£ki A in B poveºimo s poljubno krivuljo. Delo, ki ga opravimo, da telo
premaknemo iz A do B je v gravitaijskem polju neodvisno od njene oblike!
Izra£unajmo delo po tej krivulji:
A =
ˆ
x
Γ
F · dr =
ˆ b
a
F(r(t)) · r˙(t) dt.
Toda mi znamo izra£unati nedolo£eni integral
´
F(r(t)) · r˙(t) dt! Enak je kar funkiji V (r(t)) =
V (x(t), y(t), z(t))! V dokaz jo odvajajmo s pomo£jo veriºnega pravila:
d
dtV (r(t)) =
∂V
∂x
x˙+
∂V
∂y
y˙ +
∂V
∂z
z˙ = (∂V∂x ,
∂V
∂y ,
∂V
∂z ) · (x˙, y˙, z˙) = (GradV ) · r˙
= (GradV )(r(t)) · r˙(t) = F(r(t)) · r˙(t).
Se pravi, da je delo enako
A =
ˆ b
a
F(r(t)) · r˙(t) dt = V (r(t))
∣∣∣b
t=a
= V (r(b)) − V (r(a)) = V (B)− V (A),
kot smo tudi pri£akovali.
Kaj pa £e bi bila krivulja sklenjena? Tedaj bi bilo A = B in delo bi bilo enako V (B)−V (B) =
0. Cirkulaija gravitaijskega polja je torej ni£. Seveda velja natanko isti premislek za poljubno
polje, ki ima skalarni potenial.
Spomnimo: e ima neko polje F skalarni potenial potem je RotF = ~0. Sedaj imamo dovolj
sredstev, da pokaºemo obratno trditev: e je polje F denirano na dovolj lepem obmo£ju (brez
lukenj) in je RotF = ~0 lahko najdemo skalarni potenial polja F. Povedati moramo le ²e, kdaj
je obmo£je brez lukenj. Obi£ajno za taka obmo£ja raje uporabljamo izraz, da je enostavno
povezano.
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Odprto mnoºio Ω ⊆ R3 (lahko tudi Ω ⊆ R2) bomo imenovali enostavno povezano, £e lahko
vsako sklenjeno krivuljo Γ ⊂ Ω stisnemo v to£ko, ne da bi pri tem zapustili mnoºie Ω.
V ravnini so enostavno povezane tiste mnoºie, ki nimajo lukenj. V prostoru imamo male ve£
Ω
Ω
Slika 20: Dve mnoºii v R
2
. Leva je enostavno povezana. Desna ni  £rtkano krivuljo, ki
obkroºa luknjo ne moremo nikakor stisniti v to£ko, ne da bi pri tem zapustili mnoºie Ω.
svobode: Npr. krogla, ki ji odvzamemo konentri£no kroglo polovio manj²ega polmera, je ²e
vedno enostavno povezana. Pa£ pa krogla, ki jo prebodemo s premio, ni enostavno povezana.
Slika 21: Dve odprti mnoºii v R
3
. Levi manjka elotno sredi²£e, vendar je vseeno eno-
stavno povezana. Desni manjka zgolj premia, a ni enostavno povezana: Krivuljo, ki
obkroºi severni pol ne moremo stisniti v to£ko, ne da bi zapustili Ω.
Sedaj pa kon£no formulirajmo izrek o skalarnem potenialu.
Izrek 58 (O skalarnem potenialu). Naj bo Ω ⊆ R3 enostavno povezana odprta mnoºia in na
njej denirano gladko polje F : Ω→ R3. Tedaj so naslednje ²tiri trditve ekvivalentne:
(i) Cirkulaija polja je ni£, tj.
x¸
Γ
F dr = 0 za vsako enostavno sklenjeno odsekoma gladko
orientirano krivuljo
x
Γ.
(ii) Krivuljni integral
¸
x
Γ
F dr ni odvisen od oblike krivulje
x
Γ, ki povezuje dve izbrani to£ki
A,B ∈ Ω.
(iii) Polje F je potenialno: Obstaja skalarno polje u : Ω→ R, da F = Gradu
(iv) RotF = ~0.
Zgled 59. Dolo£i skalarni potenial polja F = (2xy, x2 + z2, 2yz).
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(Naloga: Najprej preveri, da je RotF = ~0). Skalarni potenial bomo iskali v obliki krivuljnega
integrala. Poljubno izberemo za£etno to£ko, npr. A = (0, 0, 0). Nato pa deniramo skalarno
funkijo
u(x, y, z) :=
ˆ T (x,y,z)
A
F dr,
kjer integriramo po opljubni orientirani krivulji
x
Γ, ki povezuje to£ki A in T (x, y, z). Izrek o
skalarnem potenialu (iv) =⇒ (ii) zagotavlja, da bomo vsaki£ dobili isti rezultat. Ker je rezultat
neodvisen od oblike krivulje si pa£ izberimo tak²no, da ba ra£un £imlaºji: Torej je
x
y
z
A
M
N
T
Slika 22: Iskanje skalarnega polja. Integriramo po odsekoma gladki krivulji, ki po
koordinatnih oseh povezuje A = (0, 0, 0) preko M = (x, 0, 0) in N = (x, y, 0) s kon£no to£ko
T = T (x, y, z).
u(x, y, z) =
ˆ M(x,0,0)
A
F dr +
ˆ N(x,y,0)
M(x,0,0)
F dr +
ˆ T (x,y,z)
N(x,y,0)
F dr.
Krivulja, ki povezuje A(0, 0, 0) in M(x, 0, 0) ima parametrizaijo γ1(t) := (t, 0, 0); t ∈ [0, x],
krivulja ki povezuje M(x, 0, 0) in N(x, y, 0) ima parametrizaijo γ2(s) := (x, t, 0); s ∈ [0, y],
tretja krivulja pa je parametrizirana z γ3(t) := (x, y, t); t ∈ [0, z]. Dobimo torej, da
u(x, y, z) =
ˆ x
0
(2t · 0 , t2 + 02 , 0) · (1, 0, 0) dt +
ˆ y
0
(2xs , x2 + 02 , 2s · 0) · (0, 1, 0) ds+
+
ˆ z
0
(2xy , x2 + t2 , 2yt) · (0, 0, 1) dt
= 0 +
ˆ y
0
x2 ds+
ˆ z
0
2yt dt = x2y + yz2
Naloga. Preveri, da je Grad(x2y + yz2) = F.
Dokaz izreka o skalarnem potenialu.
(i) =⇒ (ii): Vzemimo dve orientirani krivulji xΓ1 in
x
Γ2, ki povezujeta isti to£ki A in B. Tedaj
je
x
Γ :=
x
Γ1 −
x
Γ2 orientirana sklenjena krivulja. Po (i) je
0 =
˛
x
Γ
F dr =
ˆ
x
Γ1
F dr−
ˆ
x
Γ2
F dr.
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y
Γ2A
B
Slika 23: Dve razli£ni krivulji ki povezujeta isti to£ki. Eni krivulji obrnimo orientaijo,
pa dobimo zanko  sklenjeno krivuljo. Krivuljni integral po sklenjeni krivulji pa je
irkulaija polja, torej pri nas enak ni£.
(ii) =⇒ (iii) Izberimo neko za£etno to£ko A = (x0, y0, z0) ∈ Ω. Denirajmo
u(x, y, z) :=
ˆ T (x,y,z)
A
F dr,
kjer integriramo po poljubni orientirani krivulji, ki znotraj Ω povezuje A z T (x, y, z). Zaradi
(ii) je integral neodvisen od oblike krivulje. Na tak na£in imamo nedvoumno denirano skalarno
polje u = u(x, y, z). Pokazati moramo le ²e, da je u skalarni potenial polja F = (F1, F2, F3).
Preveriti je potrebno troje: (a)
∂u
∂x = F1, (b)
∂u
∂y = F2 ter
∂u
∂z = F3. Najprej preverimo (a):
∂u
∂x
= lim
h→0
u(x+ h, y, z)− u(x, y, z)
h
== lim
h→0
1
h
(ˆ T (x+h,y,z)
A
F dr−
ˆ T (x,y,z)
A
F dr
)
= lim
h→0
1
h
ˆ T (x+h,y,z)
T (x+h,y,z)
F dr = lim
h→0
1
h
ˆ x+h
x
F(t, y, z) · (1, 0, 0) dt = lim
h→0
1
h
ˆ x+h
x
F1(t, y, z) dt
= lim
h→0
hF1(ξ, y, z)
h
; (x ≤ ξ ≤ x+ h)
= F1(x, y, z).
y
Γ
y
Γ2
A
T (x, y, z)
T (x + h, y, z)
Slika 24: Integral od A do T (x+ h, y, z) ra£unamo po krivulji, ki sestoji iz krivulje Γ ter
daljie, ki povezuje T (x, y, z) in T (x+ h, y, z).
Naloga 60. Preveri ²e to£ki (b)().
(iii) =⇒ (iv) e poznano iz Leme 22.
(iv) =⇒ (i) Dokaz tukaj spustimo; naredili ga bomo po Stokesovem izreku.
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V primeru ravninskega polja, torej £e F = (F1, F2, 0), kjer sta F1, F2 odvisna zgolj od x, y
ni£ pa od spremenljivke z, lahko to£ko (iv) =⇒ (i) dokaºemo s pomo£jo Greenove formule, za
katero se bo kasneje izkazalo, da je le poseben primer Stokesovega izreka.
Spomnimo, da je krivulja Γ ⊂ R2 odsekoma gladka in enostavno sklenjena, £e je sestavljena iz
gladkih kosov, in nima samoprese£i²£, ter je sklenjena. Natan£neje: Obstaja vsaj ena preslikava
r : [0, 1] → Γ, ki je (i) zvezna, (ii) odsekoma zvezno odvedljiva, (iii) r˙ 6= ~0, v to£kah kjer pa
odvoda ni, pa zahtevamo, da sta levi in desni odvod neni£elna, (iv) sklenjenost podaja zahteva
r(0) = r(1), in (v) v primeru ko t ≤ s je r(t) = r(s) moºno le, £e t = s, ali £e t = 0 in s = 1
(nima samoprese£i²£).
e odsekoma je gladka krivulja rob nekega ravninskega lika, bomo male povr²no rekli, da
je orientirano pozitivno, £e pri obhodu leva roka kaºe v ravninski lik. Kaj natan£no ta nazorna
deniija pomeni, tukaj ne bomo razlagali. Naj samo omenimo, da je iz na²e intuitivne, nazorne
deniije v£asih teºko odkriti, ali je robna krivulja orientirana pozitivno ali ne.
-2 -1 1 2
-2
-1
1
2
Ω
Slika 25: Pozitivno orientiran rob obmo£ja. e ho£emo, da leva roka kaºe v notranjost
obmo£ja, se moramo po zunanji krivulji gibati v obratni smeri urinega kazala, po notra-
njih krivuljah pa v smeri urinega kazala. Na desni sliki vidimo, da je v£asih to nazorno
definiijo teºko uporabiti.
Izrek 61 (Greenova Formula). Bodi Ω ⊆ R2 omejena odprta povezana mnoºia, katere rob,
∂Ω sestoji iz kon£no odsekoma gladkih, enostavno sklenjenih krivulj. Orientirajmo jih pozitivno
glede na Ω. e je F = (P,Q) : G → R2 gladka funkija, denirana na neki odprti mnoºii
G ⊇ Ω¯ = Ω ∪MejaΩ, potem velja
¨
Ω
∂Q
∂x
− ∂P
∂y
dx dy =
˛
x
∂Ω
P dx+Qdy
Naloga 62. Pokaºi, da lahko Greenovo formulo zapi²emo tudi takole:
¨
Ω
RotF ·N dx dy =
˛
x
∂Ω
F · dr,
kjer je F = (P,Q, 0) vektorsko polje, in je N = (0, 0, 1) normalni vektor na ravnino z = 0.
Naloga 63. Preveri Greenovo formulo za krivuljni integral
‰
Γ
(2xy − x2) dx+ (x+ y2) dy,
kjer je Γ robna krivulja obmo£ja, omejenega z y = x2 in y2 = x.
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Re²itev.
Kot vedno nam preej pomaga dobra skia. Rav-
ninski krivulji y = x2 in y2 = x se sekata v
to£kah T (0, 0) on T (1, 1). Krivuljni integral raz-
delimo na dva dela. Vzdolº y = x2 je njegova
vrednost
ˆ 1
x=0
(
(2x)(x2)−x2) dx+(x+(x2)2) d(x2) = ˆ 1
0
(2x3−x2)·1+(x+x4)·2x dx = 76 .
Vzdolº y2 = x pa
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2
0.4
0.6
0.8
1 TH1, 1L
y2  x
x2  y
ˆ 0
y=1
(
2(y2)y − (y2)2) d(y2) + ((y2) + y2) dy = ˆ 0
1
(2y3 − y4) · 2y + (2y2) · 1 dy = −1715 .
Vrednost krivuljnega integrala je torej = 76 − 1715 = 130 . Po drugi strani pa je
¨
Ω
(
∂Q
∂x
− ∂P
∂y
)
dx dy =
¨
Ω
(
∂(x+ y2)
∂x
− ∂(2xy − y
2)
∂y
)
dx dy
=
¨
Ω
(y − 2xy) dx dy =
ˆ 1
x=0
dx
ˆ √x
y=x2
(1− 2x) dy
=
ˆ 1
x=0
(y − 2xy)
∣∣√x
y=x2
dx
=
ˆ 1
0
x1/2 − 2x2/3 − x2 + 2x3 dx = 130
Zgled 64. Obravnavajmo integral
I :=
‰
Γ
xdy − ydx
x2 + y2
v odvisnosti od sklenjene krivulje Γ.
Polje F = (P,Q, 0) je sedaj podano z P (x, y) = −yx2+y2 ter Q(x, y) =
x
x2+y2 . V to£ki T (0, 0) ni
denirano, niti ga ne moremo denirati, da bi bilo zvezno povsod. Zatorej bomo lo£ili 3 moºnosti
glede poloºaja krivulje Γ.
(i) Krivulja Γ ne obkroºi to£ke T (0, 0). Tedaj je F zvezno odvedljivo znotraj Γ, in lahko
uporabimo Greenovo formulo. Rezultat:
I =
¨
Ω
(
∂
∂y
(
−y
x2+y2
)
− ∂
∂x
(
x
x2+y2
))
dx dy =
¨
Ω
0 dx dy = 0
(ii) Krivulja Γ obkroºi T (0, 0). Sedaj ne moremo uporabiti Greenove formule, saj polje F
ni niti denirano, niti ga ne moremo zvezno raz²iriti, da bi bilo denirano znotraj Γ.
Pomagamo si tako, da iz obmo£ja izreºemo to£ko T (0, 0) s majhnim krogom Kε polmera
ε. Na dobljenem obmo£ju je polje F zvezno odvedljivo. Na tako obrezanem obmo£ju Ω′
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Φ1
Φ2
Slika 26: Razli£ni poloºaji krivulje Γ. (i) lahko ne obkroºi to£ko T (0, 0), (ii) lahko jo
obkroºitedaj iz obmo£ja izreºemo majhen krog, ali (iii) lahko potuje natanko skozi
T (0, 0)na tretji sliki vidimo, da ima tam ost, pod kotom φ2 − φ1.
pa torej lahko uporabimo Greenovo formulo:
I =
(
I +

y
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
)
−

y
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
=
ˆ
x
∂Ω′
xdy − ydx
x2 + y2
−

y
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
=
¨
Ω′
(
∂
∂y
(
−y
x2+y2
)
− ∂
∂x
(
x
x2+y2
))
dx dy −

y
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
= 0−

y
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
= +
‰
x
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
Preostali krivuljni integral ra£unamo po deniiji: Izberimo orientaijo ohranjajo£o para-
metrizaijo kroºnie
x
Kε, npr. ε(t) := ε(cos t, sin t), oz. x = ε cos t, y = ε sin t. Potem
je
I =
ˆ
x
Kε
xdy − ydx
x2 + y2
=
ˆ 2pi
t=0
(ε cos t) d(ε sin t)− (ε sin t) d(ε cos t)
(ε cos t)2 + (ε sin t)2
=
ˆ 2pi
0
1 dt
=
ˆ 2pi
0
ε2 cos2 t− (−ε2 sin2 t)
ε2
dt = 2π.
• Krivulja Γ gre natanko skozi to£ko T (0, 0). Sedaj pa vrednost integrala I zavisi od oblike
krivulje v bliºini to£ke T (0, 0). Najlaºje to vidimo, £e izberemo parametrizaijo s polara-
nimi koordinatami: r = r(φ), oziroma r(φ) = r(φ)(cos φ, sinφ); φ ∈ [φ1, φ2]. Zahtevajmo
²e, da r(φ1) = (0, 0) = r(φ2). Pri φ = φ1 imamo opravka z izlimitiranim integralom, prav
tako pri φ = φ2:
I = lim
δց0
ηց0
ˆ φ2−η
φ1+δ
r(φ) cos φ · (r(φ) cos φ+ r′(φ) sin φ)− r(φ) sinφ · (r′(φ) cos φ− r(φ) sin φ)
r(φ)2
dφ
= lim
δց0
ηց0
ˆ φ2−η
φ1+δ
1 dφ = φ2 − φ1
Rezultat je torej enak kotu, pod katerim krivulja poteka skozi to£ko T (0, 0). Ta kot je
enak kotu med tangentama pri parametrih φ1 in φ2. e je krivulja v to£ki T (0, 0) gladka,
je ustrezni kot π. e pa ima v T (0, 0) ost, je ustrezni kot bodisi manj²i, bodisi ve£ji.
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Dokaz Greenove formule. Krivuljni integral razbijmo na dva dela:˛
x
∂Ω
P dx+Qdy =
˛
x
∂Ω
P dx+
˛
x
∂Ω
Qdy,
nato pa obravnavajmo vsak del posebej.
Za za£etek privzemimo, da je ∂Ω tako preprosta krivulja, da jo vsaka navpi£na premia
x = const seka v najve£ dveh to£kah, in isto naj velja za vsako vodoravno premio y = const.
Vzemimo poljubno navpi£no premio x = x0. Najniºje prese£i²£e ozna£imo z f(x0), najvi²jega
∂Ω
a b
c
d
Slika 27: Preprosta mejna krivulja. Vsaka navpoi£na premia jo seka najve£ v dveh
to£kah. tevili, kjer jo seka v eni sami to£ki, ozna£imo z a in b. Podobno za vodoravne
premie
pa z g(x0). Torej je mnoºia Ω, ki leºi znotraj krivulje ∂Ω enaka
Ω = {(x, y); x ∈ (a, b), g(x) < y < f(x)},
orientirana krivulja
x
∂Ω pa je sestavljena iz dveh kosov; spodnji ima parametrizaijo r1(t) :=
(t, g(t)); t ∈ [a, b], zgornji kos pa je parametriziran z r2(t) := (t, f(ut)), in se t spu²£a od b proti
a. S tem pa je
˛
x
∂Ω
P dx =
(ˆ b
t=a
P (t, g(t)) dt +
ˆ a
t=b
P (t, f(t)) dt
)
=
ˆ b
a
P (t, g(t)) − P (t, f(t)) dt
=
ˆ b
a
dt
ˆ g(t)
s=f(t)
∂P
∂y
(t, s) ds = −
ˆ b
a
dt
ˆ g(t)
s=g(t)
∂P
∂s
(t, s) ds =
¨
Ω
∂P
∂s
(t, s) dt ds,
(4)
kjer smo nazadnje ra£unali po Fubinniju.
Za integral druge komponente, tj
´
x
∂Ω
pa upo²tevajmo, da tudi vsaka vodoravna premia seka
krivuljo ∂Ω v najve£ dveh to£kah. Najmanj²e vodoravno prese£i²£e ozna£imo z c, najve£jega z
d, in kot prej lahko najdemo funkiji β(y) ≤ γ(y), denirani za y ∈ [c, d], da je
Ω = {(x, y); y ∈ (c, d), β(y) < x < γ(y)}.
Sedaj pa parametrizaijo orientirane krivulje
x
∂Ω sestavljata desni del r∗1(τ) := (γ(τ), τ); τ ∈ [c, d]
ter levi del r∗2(τ) := (β(τ), τ), ko se τ spu²£a od d proti c. Torej je˛
x
∂Ω
Qdy =
(ˆ d
τ=c
Q(γ(τ), τ) dt +
ˆ c
τ=d
Q(β(τ), τ) dτ
)
=
ˆ d
c
Q(γ(τ), τ) −Q(β(τ), τ) dτ
=
ˆ d
c
dτ
ˆ γ(τ)
z=β(τ)
∂Q
∂z
(z, τ) dz =
ˆ d
c
dτ
ˆ γ(τ)
z=β(τ)
∂Q
∂z
(z, τ) dz =
¨
Ω
∂Q
∂z
(z, τ) dτ dz.
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Pri²tejmo ²e (4), pa dobimo
˛
x
∂Ω
P dx−Qdy =
¨
Ω
∂Q
∂z
(z, τ) dτ dz −
¨
Ω
∂P
∂s
(t, s) dt ds =
¨
Ω
∂Q
∂x
(x, y)− ∂P
∂y
(x, y) dx dy.
Naloga 65. Pokaºi, da velja Greenova formula tudi za bolj kompliirana obmo£ja.
(Nasvet: Razreºi jih na enostavna obmo£ja.)
=⇒
Slika 28: Kompliirana obmo£ja razreºemo na enostavna. Po krivuljah razreza se enkrat
gibljemo v eni, drugi£ pa v nasprotni smeri. Oba prispevka se izni£ita. Ostanejo le
prispevki po prvotnih krivuljah.
Posledia 66. e enostavno sklenjena, pozitivno orientirana, gladka krivulja
x
∂Ω ⊂ R2 ograjuje
mnoºio Ω, in je r(t) :=
(
x(t), y(t)
)
njena orientaijo ohranjajo£a regularna parametrizaija, je
plo²£ina Ω enaka
plo²£inaΩ =
1
2
ˆ β
α
xy˙ − x˙y dt
Dokaz. V Greenovo formulo vstavimo P (x, y) := −y ter Q(x, y) := x. Na levi strani Greenove
ena£be dobimo ¨
Ω
∂x
∂x
− ∂(−y)
∂y
dx dy =
¨
Ω
2 dx dy = 2plo²£inaΩ,
na desni pa
˛
x
∂Ω
P dx+Qdy =
ˆ b
a
(−y(t))d(x(t)) + (x(t)) d(y(t)) = ˆ b
a
xy˙ − x˙y dt.
Izena£imo, in delimo z 2, pa smo posledio dokazali.
Naloga 67. Izra£unaj plo²£ino sr£nie, tj. lika, ki ga ograja krivulja v polarnih koordinatah
r(φ) = 1 + cosφ.
Re²itev.
Polarne koordinate ustrezajo naslednji parame-
trizaiji: r(φ) = r(φ)(cosφ, sin φ) = (1 +
cosφ)(cos φ, sin φ). Torej je x(φ) = (1 +
cosφ) cos φ in y(φ) = (1 + cosφ) sinφ. Odtod
pa hitro dobimo
0.5 1 1.5 2
-1
-0.5
0.5
1
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plo²£ina =
1
2
ˆ 2pi
φ=0
xy˙ − x˙y dφ = 1
2
ˆ 2pi
0
(
(1 + cosφ) cos φd((1 + cosφ) sinφ)−
− (1 + cosφ) sin φd((1 + cosφ) cos φ) dφ
)
=
1
2
ˆ 2pi
0
1 + 2 cosφ+ cos2 φdφ
=
1
2
ˆ 2pi
0
1 + 2 cosφ+ 1+cos(2φ)2 dφ = −
3φ
2
− 2 sin(φ)− 1
4
sin(2φ)
∣∣∣2pi
φ=0
= 3π
Naloga 68. Kolika pa je doºina krivulje, ki omejuje sr£nio?
S pomo£jo Greenove formule lahko delno pokaºemo tudi manjkajo£o to£ko (iv) =⇒ (i) iz
izreka o skalarnem potenialu. Vendar zaenkrat le v primeru ravninskih polje F = (F1, f2, 0),
kjer F1 = F1(x, y) in F2 = F2(x, y).
Naloga 69. Denimo, da je ravninsko polje F = (F1, F2, 0); F1 = F1(x, y) in F2 = F2(x, y)
denirano na neki enostavni povezani mnoºii (x, y) ∈ Ω. Privzemimo ²e, da RotF = 0. Pokaºi,
da je potem irkulaija tega polja enaka ni£.
(Nasvet: RotF =
(
0, 0, ∂F2∂x − ∂F1∂y
)
= (0, 0, 0). Ker je polje denirano na mnoºii brez lukenj,
lahko irkulaijo
¸
x
Γ
F · dr = x¸
Γ
F1 dx+ F2 dy lahko izra£una² iz Greenove formule.)
Zgled 70. Greenova formula pa ne velja nujno, £e ima mnoºia Ω kak²no luknjo, torej £e ni
enostavno povezana. Protiprimere lahko najdemo ºe, £e ji manjka zgolj ena sama to£ka. Npr.
za Ω := K1(0, 0) \ {(0, 0)} vzemimo kar punktiran odprti enotski disk, na njej pa vzemimo polje
iz Zgleda 64. Torej je F = (P,Q, 0), kjer P = −y
x2+y2
ter Q = x
x2+y2
. Robna krivulja obmo£ja je
9- y
x2 + y2
,
x

x2 + y2
=
Slika 29: Vektorsko polje z rotorjem ni£, pa kljub temu nima skalarnega poteniala.
Na definiijskem obmo£ju nima vrtinev. Kljub temu se elotno polje vrti, vendar okoli
to£ke, kjer ni definirano. Zato je irkulaija polja po krivulji, ki obkroºi to to£ko
neni£elna  krivulja bi se v tem polju vrtela.
sedaj enotska kroºnia, in obkroºi to£ko T (0, 0). V Zgledu 64 smo pod to£ko (ii) ºe izra£unali,
da je krivuljni integral po robni krivulji enak
˛
x
ΓP dx+Qdy = 2π,
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in prav tako smo dobili tudi levo stran Greenove ena£be:
¨
Γ
∂Q
∂x
− ∂P
∂y
dx dy = 0.
Ena£aja torej res nimamo!
Katera predpostavka v izreku o Greenovi formuli pa tukaj ni bila izpolnjena? isto tazadnja:
polje F = ( −y
x2+y2
, x
x2+y2
) je sier denirano na odprti mnoºii Ω. Toda v Greenovi formuli smo
zahtevali, da lahko polje F zvezno raz²irimo da bo denirano na neki odprti mnoºii G, ki vsebuje
Ω in vse njene robne to£ke. Ena robnih to£k mnoºie Ω je tudi T (0, 0). Mi pa vemo (naloga:
pokaºi to!), da se polja F ne da raz²iriti tako, da bi bilo denirano in zvezno tudi ²e v T (0, 0).
S pomo£jo Greenove formule lahko dokaºemo tudi ²ibkej²o razli£io izreka o substituiji v
dvojni integral, in sier za konstantno funkijo.
Naloga 71. Denimo, da (parialno zvezno odvedljiva) transformaija Ξ(u, v) =
(
f(u, v), g(u, v)
)
preslika ravninsko obmo£je D bijektivno na ravninsko obmo£je D ′ in da det Ξ′ 6= 0. Pokaºi, da
tedaj ¨
D
dxdy =
¨
D ′
|detJΞ| dudv
Re²itev. Bodi Γ pozitivno orientirana robna krivulja obmo£ja D . Tedaj je po posledii 66
¨
D
dxdy =
1
2
ˆ
Γ
x dy − y dx
Transformaija Ξ nam (x, y) preslika v x = f(u, v), dx = x˙dt = (∂f∂u u˙ +
∂f
∂v v˙) dt oziroma v
y = g(u, v), dy = ( ∂g∂u u˙+
∂g
∂v v˙) dt. S to zamenjavo spremenljivk v enojnem integralu dobimo
1
2
ˆ
Γ
x dy − y dx = 1
2
ˆ
Γ′
f
(∂g
∂u
du+
∂g
∂v
dv
)
− g
(∂f
∂u
du+
∂f
∂v
dv
)
=
1
2
ˆ
Γ′
(
f
∂g
∂u
− g∂f
∂u
)
du+
(
f
∂g
∂v
− g∂f
∂v
)
dv
kjer je Γ′ preslikana krivulja Γ. Po Greenovi formuli je dalje
1
2
ˆ
Γ′
(
f
∂g
∂u
− g∂f
∂u
)
du+
(
f
∂g
∂v
− g∂f
∂v
)
dv
= ±1
2
¨
D ′
∂
∂u
(
f
∂g
∂v
− g∂f
∂v
)
− ∂
∂v
(
f
∂g
∂u
− g∂f
∂u
)
dudv
= ±
¨
D ′
∂f
∂u
∂g
∂v
− ∂f
∂v
∂g
∂u
dudv
= ±
¨
D ′
detJΞ dudv
na desni strani integriramo po notranjosti krivulje Γ′; vzamemo pa +1, £e je Γ′ = Ξ(Γ) tudi
pozitivno orientirana, sier pa vzamemo −1. Ker je detJΞ 6= 0, je determinanta bodisi povsod
pozitivna, bodisi povsod negativna. Integriramo torej funkijo, ki ne spreminja predznaka. Zato
je ¨
D
dxdy =
1
2
ˆ
Γ
x dy − y dx = ±
¨
D ′
detJΞ dudv =
¨
D ′
|detJΞ| dudv,
nazadnje smo vzeli absolutno vrednost, ker vemo, da je leva stran nenegativna.
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Naloga 72. Ob predpostavkah iz prej²nje naloge pokaºi, da
¨
D
f(x, y)dxdy =
¨
D ′
f(Ξ1(u, v),Ξ2(u, v))|detJΞ| dudv
Za kone si oglejmo ²e eno letalsko:
Naloga 73. Avion se v brezvrtin£nem in £asovno konstantnem vetrovnem polju v giblje s kon-
stantno hitrostjo 1 glede na zrak. Pri tem preleti sklenjeno pot Koper-Portoroº-Koper ne da bi
spreminjal nadmorsko vi²ino. Pokaºi, da bo £as potovanja najmanj²i natanko takrat, ko ni vetra,
tj., ko je v = ~0.
Re²itev. Naj bo wA hitrost, s katero se avion giblje glede na tla (mislimo si, da je opoldan in
O
q
ﬀ

U
/

K
Koper
Portoroº
W
z
-

R v
v
v
v
wA
^
v +wA
Slika 30: Kroºna pot aviona v vetrovnem polju glede na tla.
sone sije navpi£no  tedaj je wA hitrost sene aviona). Hitrost glede na tla se spreminja vzdolº
poti, na razdalji s od za£etka potovanja je enaka wA = wA(s). Tudi vetrovno polje se krajevno
spreminja: v = v(s). Veljati mora naslednje:
• Vektor hitrosti wA(s) vedno leºi v smeri tangente na krivuljo potovanja, torej wA(s) =
wA(s)T(s).
• Letalo ohranja vi²ino. Torej navpi£na komponenta vetra ne vpliva na hitrost letala glede
na tla. Nanjo vplivata edino komponenta v1(s) v smeri tangente in komponenta v2(s) v
smeri normale.
• Vektorji hitrosti se se²tevajo. Torej je relativna hitrost aviona glede na zrak enaka 1 =√
(wA(s) + v1(s))2 + v2(s)2. Sklepamo, da
wA = −v1 +
√
1− v22 . (5)
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• e ho£emo, da bo opisano potovanje sploh moºno, mora vedno biti wA(s) > 0.
• Hitrost je odvod poti po £asu, torej wA(s) = dsdt . Odtod: del£ek poti ds avion opravi v
£asu dt = dswA(s) . Celoten £as leta je potemtakem
t =
ˆ
dolº poti
0
ds
wA(s)
=
ˆ
Γ
ds
wA(s)
;
ena£aj velja, ker je s naravni parameter.
• Kdaj bo £as najmanj²i? Preoblikujmo (5):
1
wA(s)
=
1
2
(
wA(s) +
1
wA(s)
)
+ v1(s) +
v1(s)
2 + v2(s)
2
2wA(s)
.
(Obratna pot je laºja  £e gornji v gornjem izrazu odpravi² ulomke, pride² hitro do (5)).
Zaradi wA(s) > 0 je drugi sumand pozitiven, torej
1
wA(s)
=
1
2
(
wA(s) +
1
wA(s)
)
+ v1(s) +
v1(s)
2 + v2(s)
2
2wA(s)
≥ 1
2
(
wA(s) +
1
wA(s)
)
+ v1(s) + 0.
Toda
1
2
(
x+ 1x
) ≥ 1 za vsak pozitiven x, in v posebnem tudi za x := wA(s). Sklepamo, da
1
wA(s)
≥ 1 + v1(s), in torej
1
wA(s)
≥ 1 + v1(s).
e ve£: im bi bilo
v1(s)2+v2(s)2
2wA(s)
> 0, bi tudi zgoraj veljala stroga neenakost. Odtod pa je
t =
ˆ
Γ
ds
wA(s)
≥
ˆ
Γ
1 ds +
ˆ
Γ
v1(s) ds.
• Upo²tevajmo ²e, da
ˆ
Γ
v1(s) ds =
ˆ
Γ
v(s) ·T(s) ds =
˛
x
Γ
v dr = 0,
saj vetrovno polje nima vrtinev, torej je njegova irkulaija ni£elna. Kon£no dobimo
t =
ˆ
Γ
ds
wA(s)
≥
ˆ
Γ
1 ds,
in ena£aj velja le, e
v1(s)2+v2(s)2
2wA(s)
≡ 0, oz., £e je v(s) ≡ 0.
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